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1 Uvodem

Jemnym a nenésilnym tdvodem do algebraickych téles bych rad zapocal sérii
¢lanku popisujici naprosté zaklady linearni algebry, kterou spousta lidi musi
na vysoké skole prekousnout, prestoze je matematika treba vubec nebavi.
Dopiredu nemam naplanovano, kolik ¢lanku a na jaka témata napisu. Vsechno
zélezi na tom, jak se vam moje prace bude libit a po jakych tématech bu-
dete touzit. Pokud se vam tedy muj clanek libi (nebo k nému méte jakou-
koliv pripominku ¢ vyhradu), dejte mi o tom prosim védét na muj e-mail
lishaak[zavinac]matfyz.cz.

K pochopeni nasledujiciho vykladu nepotiebujete zadné specidlni ma-
tematické dovednosti ani védomosti. Stac¢i rozumét naprostym zakladim
stiedoskolské matematiky a mit chut se néco nového dozvédét & priucit.

2 Bubak jménem algebraické téleso

Pokud vam jiz samotny nézev algebraické téleso nahani hruzu, vézte, ze
opravdu neni ¢eho se bat. Takové téleso je ve skutecnosti velmi jednoduché
véc, podivame-li se na néj z toho spravného thlu.

Algebraické téleso je jakikoliv libovolna mnozina plus dvé binarni
operace, spliujici urc¢ité podminky. Tot vse. Nic vic ani min. Jak vidite, roz-
hodné nic nebezpecného nebo hruzostrasného. A jakmile toto vime, muzeme
se uz beze strachu jit podivat trosicku bliz.

2.1 Mnozina prvku télesa

Nasi libovolnou mnozinu si oznac¢ime 71" a jejim prvkum budeme fikat prvky
télesa. Vérte, pratelé, ze mnozina prvku télesa muze byt naprosto libovolna.



Muze to byt mnozina vS8ech sudych ¢isel, mnozina vSech ponozek, ke kterym
nemate druhou do paru nebo tieba vase sbirka plysovych slont. Snad jedina
podminka je, ze mnozina T nesmi byt prazdna. To bychom si totiz mnoho
legrace neuzili.

2.2 Binarni operace

Pokud vam neni ihned zrejmé, coze to vlastné je ta bindrni operace, muzete
si ji predstavit jako takovy maly mlynek. Vlozite do néj dva (odtud to
bindrni v ndzvu) prvky néjaké mnoziny, zatocite lehce klikou a on vdm vy-
padne néjaky dalsi prvek z vasi mnoziny. Takova hezkd bindrni operace je
napiiklad déleni. Zajima vas, kolik je 10 / 57 Vezméte si bindrni operaci
déleni (mlynek), kde vase mnozina bude mnozina realnych ¢isel. Do mlynku
nasypte nejprve desitku a potom pétku, zatocte klikou a, svéte div se, vy-
padne dvojka.

My si nase dvé operace pojmenujeme s¢itani a nasobeni a budeme je
znacit @ a ®. Nenechte se zmast jejich ndzvem. Se s¢itanim a nasobenim,
které pouzivame normalné, nemusi mit tyto operace mnoho spolecného. Je
to pravée kvuli tomu, ze prvky télesa muzou byt jakékoliv objekty. A prave
na plysové slony nebo ponozky se “nase” scitani a ndsobeni pouzit neda.

3 Operace nad télesem

Operace @ a ® musi splnovat urcité podminky. Nemuzeme si je zavést uplné
libovolné. Smyslem zavadéni téchto operaci je totiz zobecnéni obycejného
sCitani a nasobeni, které pouzivama na cisla. Chceme, aby se tyto operace
daly zavést tak, abychom je mohli pouzit na prvky télesa, které, jak uz
vime, mohou byt naprosoto libovolné objekty, tedy ne jenom cisla. Presto
ale chceme, aby si operace @& a ® zachovaly jakysi zakladni smysl sc¢itani
a nasobeni. To zajistime tak, ze zavedeme desatero podminek, které musi
tyto operace spliiovat aby nase struktura byla télesem. Témto podminkam
budeme tikat axiomy télesa. Zde jsou:

1. Komutativita sc¢itani.
Pro libovolné dva prvky a, b z télesa T" musi platit a @ b =0 @ a.

2. Asociativita s¢itani.
Pro libovolné tii prvky a, b, ¢ z télesa T musi platit (a ® b) & ¢ =
a® (bdc).
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. Existence nulového prvku.

Musi existovat prvek z télesa T', oznacime ho 0 (pozor, neplést s éislem
0), ktery musi mit tu vlastnost, ze pro libovolny prvek a z télesa T' plati
a®0=a.

. Existence opac¢ného prvku.

Musi existovat prvek z télesa T, ozna¢me ho —a, ktery musi mit tu
vlastnost, ze pro libovolny prvek a z télesa T plati a & —a = 0.

. Komutativita nasobeni.

Pro libovolné dva prvky a, b z télesa T musi platit a ® b = b ® a.

Asociativita nasobeni.
Pro libovolné tii prvky a, b, ¢ z télesa T musi platit (a ® b) @ ¢ =
a® (b c).

. Existence jednotkového prvku.

Musi existovat prvek z télesa T', ozna¢ime ho 1 (pozor, neplést s c¢islem
1), ktery musi mit tu vlastnost, ze pro libovolny prvek a z télesa T' plati
a®1=a.

. Existence inverzniho prvku.

Musi existovat prvek z télesa 7', oznaé¢me ho a~!, ktery musi mit tu

vlastnost, Ze pro libovolny prvek a rizny od 0 z télesa T plati a®@a! =

1.

. Distributivita.

Pro libovolné tii prvky a, b, ¢ z télesa T musi platit a @ (b & ¢) =
(a®Db)® (a®c).

Netrivialita.
Nulovy a jednotkovy prvek nesmi byt jeden a ten samy. Tedy 0 # 1

Pro toho, kdy by se chtél pocvi¢it v matematickém formalizmu, jsem zde
napsal axiomy télesa tak, jak se v matematické hantyrce zapisuji.

1.
2.

VYa,beT adb=bda
Va,b,ceT (a@b)@c=a® (bDc)
H0eTVaeT ad0=a
d—acTVaceT a®—-a=0

NVa,beT a®b=bR®a



6. Va,b,ceT (a®b)®c=a® (b®c)
7.d1€eTVaeT a®l=a

8. dateTVaeT,a#0 a®a =1

9. Va,b,ceT a®@(b®c)=(a®b)®(a®c)
10. 041

Ted si mozné fikéte, Ze téch axiomu je straslivé moc. Vsechny jsou ale snadno
pochopitelné, kdyz si uvédomime, co znamenaji. Prvni ¢tyfi popisuji obvyklé
vlastnosti scitani a dalsi c¢tyfi obvyklé vlastnosti nasobeni, které jsou navic
tém prvnim ¢tyfem velmi podobné. Devaty axiom tika, v jakém vztahu jsou
spolu scitani a nasobeni. Jenom desaty je takova spiSe technickd zalezitost,
kterd zajistuje, aby to téleso nemohlo mit néjaké podivné vlastnosti.

Vsimnéte si, jak hezky jsme se vyhnuli zavadéni odcitani a déleni. Tyto
operace jsou zavedeny pomoci pri¢itani opacného prvku a ndasobeni inverznim
prvkem. Tedy napiikld 4 — 2 je pouze zkratka za 4 + (—2) a 4 / 2 je pouze
zkratka za 4 x 271

4 Prehlidka téles

Nyni jiz mame formalné zaveden pojem algebraické téleso. Pokud bychom
chtéli n¢jak intuitivné vyjadrit, coze to vlatsné to téleso je, muzeme fict, ze
je to jakasi struktura, ktera ndm umoznuje s¢itat, odcitat, nasobit a délit libo-
volné objekty, na kterych dokazeme tyto operace zadefinovat, a to zpusobem,
podobnym tomu, jak tyto operace provadime v elementarni aritmetice.

4.1 Nase prvni téleso

KdyZ uz jsme si tak hezky vymysleli a popsali télesa, pojdme si néjaké
skutecné téleso sestrojit. Nejdiive si zvolime mnozinu prvku télesa. Zatim
nebudeme piilis experimentovat s plySovymy slony nebo ponozkami a jako
prvky télesa si zvolime pfirozena ¢isla. Aby to vSsechno bylo opravdu jedno-
duché, vezmeme pougze ¢isla 0, 1, 2, 3, 4. Tedy nase mnozina T bude vypadat
takto:

T ={0,1,2,3,4}

Ted uz zbyva pouze néjak Sikovné nadefinovat operace @ a ®. Tady
si vypomuzeme operacemi s¢itani a nasobeni, které jiz zndme z aritmetiky.
Trosku je ale upravime, aby fungovaly i na nasem télese.
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e Operace @
Soucet dvou prvku a b provedeme tak, ze vypocteme zbytek po déleni
péti ze souctu a + b. Sc¢itani v nasem télese tedy budou vypadat takto:

161=2 1®3=4 203=0 402=1 apod.

e Operace ®
Soucin dvou prvku a® b provedeme tak, ze vypocteme zbytek po déleni
péti ze soucinu ab. Nasobeni v nasem télese tedy budou vypadat takto:

1®l1=1 2®2=4 203=1 4®2=3 apod.

A je to. Nyni uz mame vyrobené plnohodnotné téleso. Jesté by to chtélo
ovérit platnost vSech axiomu abychom si byli jisti, ze jsme vyrobili skutecné
téleso a ne néjaky paskvil.

e Komutativitu a asociativitu sc¢itdni a nésobeni jste jisté schopni
oveérit sami, stejné tak distributivitu.

e 7 toho, jak jsme zadefinovali s¢itani a nasobeni taky plyne, ze exis-
tuje nulovy prvek (v nasem pfipadé je to ndhodou zrovna c¢islo 0) a
jednotkovy prvek (v nasem piipadé 1), které jsou navzajem ruzné.

e Ted uz nam tedy zbyva ovéfit pouze existenci opa¢ného a inverzniho
prvku. Urcité vsichni vidime, ze ke kazdému ¢islu z mnoziny {0, 1,2, 3,4}
existuje néjaké ¢islo z té samé mnoziny tak, ze vysledek jejich souctu
je pét (tedy v nasem télese 0). Obdobné to plati také pro ndsobeni a
vysledek 6 (v nasem télese 1). Zkuste si to!

4.2 Priklady dalsich téles

Pted chvili jsme vyrobili téleso, které ma pét prvki. Ukazuje se, ze stejnym
zpusobem se daji vyrobit i dalsi télesa, kde pocet jejich prvku je prvocislo.
Takovym télesim se iika télesa zbytkovych tiid a oznacuji se Z,, kde p
je pocet prvku télesa, a jsou hodné ¢asto pouzivana jak v matematice nebo
informatice tak samoziejmé i v ruznych pisemkovych prikladech.

Jdou vyrobit i télesa s jinym nez s prvociselnym poctem prvki? Ano jdou,
ale uz to nejde takovym zpusobem, jak jsem to predvedl pred chvili. Proc?
Predstavte si téleso vyrobené vyse popsanym postupem, které ma pouze ctyti
prvky. V takovém télese plati 2 ® 2 = 0. Tedy soucin dvou nenulovych ¢isel



je nula. To se v télese nesmi stat. Neni to sice piimo zakazano v axiomech
télesa, ale da se to z nich celkem snadno odvodit. Ukazuje se ovsem, ze pokud
se misto c¢isel jako prvku télesa pouzijou polynomy, daji se vyrobit i télesa,
jejichz pocet prvku je mocninou prvocisla. Tedy ¢étyiprvkové téleso existuje,
nebot ¢tytka je mocninou dvojky.

Samoziejme jsou mozna i télesa s nekoneé¢nym poctem prvki. Tak naptiklad
mnozina realnych c¢isel plus nase obvyklé operace sc¢itani a nasobeni také tvori
téleso. To samoziejmé neplati jen pro cisla realnd, ale také pro prirozena, celd,
racionalni i komplexni.

A to nejlepsi nakonec. Nikdo nam samoziejmé neptredepisuje, ze telesa
musi byt tvorena ¢isly, polynomy nebo viubec néjakymi matematickymi ob-
jekty. Jak uz jsem tikal, muzete si vyrobit téleso ponozek, plySovych slonu
atd. Jediny problém asi bude, jak zadefinovat s¢itani a nasobeni na slonech.
Tady je zajimava ta véc, ze se vam nikdy nemuze podarit vyrobit téleso,
které obsahuje Sest ponozek. Protoze Sestka neni ani prvocislo ani mocnina
prvocisla. Ale muzete klidné vyrobit téleso, které ¢ita sedmnact ponozek,
kazdou z nich si oc¢islovat (bila ponozka bude 0, ¢ernd 1, zelend 2 atd.) a
sCitat je potom stejné, jako jsme my scitali ve télese zbytkovych tiid.

5 A k ¢emu to vSechno je?

Pokud jste docetli az sem, mozna si fikate, na co probuh potfebujem takovou
silenou strukturu jako je algebraické téleso? Inu, télesa jsou velice dulezitéa,
jak z teoretického hlediska, nebot popisuji a hlavné zobectiuji to, cemu by
se dalo fikat pocitdni, tedy aritmetiku, tak z praktického hlediska, nebot
spousta matematickych nebo informatickych problému se snadnéji vytesi,
predstavime-li si je jako pocitani v télesech. Konecna télesa maji naptiklad
velky vyznam pro kédy na CD nebo DVD discich. Jinak, co se tyce samotné
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prostory. Ty totiz tvoii jakysi zaklad celé linedrni algebry.



